Geometria Vectorial

La ventaja del tratamiento vectorial no radica sélo en la sencillez de la representacidn, sino
en la unificacion de ambitos matematicos tan variados como trigonometria, geometria
analitica, geometria descriptiva, nimeros complejos, determinantes, matrices, elementos de
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geometria proyectiva y en la organizacion en un todo organico.

El punto de partida sera siempre la representacion geométrica. En este sentido a los

numeros reales se los entiende como descripciones de trazos; a los nimeros complejos como
descripcidn de trazos que rotan en el plano; a las matrices como descripciones de afinidades

mads generales y que conducen a sus enlaces.

A partir de los ejemplos particulares, deberemos tener en cuenta conceptos mas abstractos
como el de funcién, composicidn, grupo, anillo, cuerpo, el de transformacion lineal. El mas

general es el concepto de Espacio Vectorial.

Requisito para entrar en materia son las operaciones bdasicas del dlgebra y la geometria de

congruencia y semejanza.

Operaciones Elementales con vectores

Consideremos el espacio euclidiano que corresponde a nuestra percepcion habitual. El

concepto de vector aparece al estudiar las traslaciones o desplazamientos paralelos en un
plano o en el espacio. En una traslacion se va desde una figura, (por ejemplo, el triangulo
ABC de la Fig.1.) a otra que le es congruente (en la Fig.1, el triangulo A’B’C’). Toda traslacion
se puede representar con una flecha, un vector, que va desde un punto P cualquiera hasta el
punto P’, que también podemos llamar la proyecciéon de P. Dado que dos vectores con la
misma longitud y misma direccidn describen la misma traslacion, se los considera iguales.
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A modo de definicidn: Dos vectores son iguales si tienen la misma longitud y la misma
direccion.

Entonces como da igual desde que punto de partida se dibuja un vector, hablamos de
“vectores libres”. (A partir de la definicidn segun la cual dos vectores son iguales si tienen la
misma longitud y direccién, no se puede distinguir uno de otro, por ello no hablamos de
flechas, sino de “clases de equivalencia de flechas”. Un vector se entiende, entonces, como
el conjunto de todas la flechas con la misma longitud y direccion. Ademas, la flecha, que
hemos introducido como concepto intuitivo evidente, se puede definir como un par
ordenado de puntos).

El concepto de Vector
Escribiremos un vector como una letra con una flecha encima (&). Un vector con

punto de partida A y punto de llegada B se designa con AB (en tanto AB representa
la longitud del trazo ABYy AB, el trazo mismo como objeto geométrico). En la Fig.1,

por ejemplo, & = PP". Si ABCD es un paralelégramo (Fig.2),
entonces, AB=DC y BC = AD.

La longitud de un vector & se representa como, |a| ('y leemos, modulo de @) o incluso

simplemente, a (sin flecha). En la Fig.1, por ejemplo: a= ‘5‘ = ‘ﬁ‘ =PP".

En Fisica lamamos, magnitudes vectoriales a aquellas que pueden determinarse a
través de un vector, por ejemplo, velocidades, fuerzas, aceleraciones, por contraste con
las magnitudes escalares, que se determinan a través de nameros reales (por ejemplo,
masas, temperaturas, etc.).

Adicion y Sustraccion de Vectores

Dos traslaciones, dadas a través de los vectores d y b se pueden ensamblar como en

la Fig.3. Se va desde la primera traslaciéon de A en B, y se realiza una segunda
traslacion, desde B hasta C. Entonces el resultado es el de una Unica traslacion desde A
hasta C. Esta traslacion resultante es el ensamble de las dos traslaciones previas.

Definicion: La suma &+b de dos vectores a y b es el vector que corresponde al
ensamble de las traslaciones representadas por estos dos vectores.

De a=AB y b=BC, se sigue siempre a+b= AC, es decir, que la suma geométrica
de dos vectores se obtiene poniendo el punto de partida del segundo vector en el punto
de llegada del primer vector y trazando una flecha desde el punto de partida del
primer vector hasta el punto de llegada del segundo vector (método de poner uno
junto al otro). La suma también se puede obtener poniendo ambos vectores en un
mismo punto de partida y dibujando la diagonal del paralelégramo que se forma a
partir de ellos (método del paralelégramo. Fig.3



Leyes
Conmutatividad

d+b=0b+d.
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Se observa que el vector d+b no depende de la eleccion del punto de partida
de a y b. En el caso especial en que @ y b estan en una misma recta, la longitud

de d+bes igual a la suma o la diferencia de las longitudes de a y b, ya sea que
tengan la misma o la direccion contraria. (Fig.4)

Ejemplos fisicos de adicion de vectores: adicién de fuerzas (Por ejemplo, una nave
espacial entre la Tierray la Luna, expuesta a las fuerzas gravitatorias de ambos
cuerpos celestes), adicion de velocidades (Por ejemplo, un avién expuesto al viento, un
nadador en la corriente de un rio).

La ley de conmutatividad de la suma de vectores (y por ende del ensamble de
traslaciones) se sigue de la Fig.3, pues,

a+b=AB+BC=AC y b+a=AD+DC =AC.

Esto se cumple de la misma manera si los vectores @ y b estan en una misma recta.

Asociatividad
(5+B)+E = 5+(5+E) 2

EnlaFig5 a=AB, b=BCy c=CD. Por tanto, a+b=AC y b+c=BD. Por
tanto, (a+b)+c=AD y a+(b+c)=AD.




Ambas expresiones de 2) representan el mismo vector y por ello escribimos

sencillamente a+b+c, sin paréntesis. La ley asociativa se cumple, ademas, para

cualquier ensamble de transformaciones uno a uno (inyectivas) del plano o del espacio
sobre si mismos.

De 1) y 2) se sigue que, en una suma de vectores con varios miembros, se debe hacer
intercambios y abreviaciones (como se acostumbra en el &lgebra para la suma de

numeros). Por ejemplo, se tiene que e=a+b+c+d (Fig.6). Yala
vez, e=c+a+b+d (Fig.7).

Fig. 7

Vector Opuesto y Vector Nulo

Definicidn: Si aes un vector, el vector con la misma longitud, pero con sentido
contrario, se llama vector opuesto de a y se escribe —a (Fig.8)

Fig. 8
De d=AB, se sigue que —a = BA; asimismo, —(—a) =a. Ademas, si sumamos al
vector a, su opuesto, —&, no obtenemos ninguna flecha, es decir, no obtenemos

traslacién alguna. Para que del ensamble de dos traslaciones siempre resulte otra
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traslacion, incluimos la transformacion idéntica del espacio sobre si mismo y o mismo
para las traslaciones, a partir de lo cual cada punto coincide con su imagen. El vector
que le corresponde, una flecha con longitud 0 y sentido indeterminado, se llama vector

nulo y se lo denota, 0.Si Aesun punto, entonces AA=0. Asimismo, —0=0.

Para cada vector, se cumple que:
a+0=a (3) (6 es elemento neutro para la suma de vectores)
a+ (—5) =0 (4) (Existencia de un elemento inverso para la suma de vectores)

Si varios vectores configuran un poligono no necesariamente regular (que podemos
llamar pollgono vectorlal) entonces la suma de ellos es el vector nulo. Se tiene como en

la Fig.9: a+b+c+d=0

b

Fig. 9 Fig. 10

Observamos que, a partir de las propiedades de la adicién de vectores, éstos

configuran un grupo conmutativo o abeliano El elemento neutro es el vector nulo, 0,
y el elemento inverso para cada vector & es su opuesto, —4&.

Definicion: Se entiende como diferencia o resta de dos vectores ay bal
vector, d+(-b).

Para cada par de vectores d y b hay siempre exactamente un vector, C, tal
que a=b+¢ de donde €=a-b (Fig.10)

Nota: Llamamos grupo a la estructura matematica generada a partir de un conjunto,
digamos A, no vacio de elementos y en el cual se define una operacion, por ejemplo, *.
Diremos que (A,*) es un grupo, si se cumplen las siguientes propiedades:

1. Vabe Aa*be A (Cerradura o clausura)
2. Va,b,ce A (a*b)*c=a*(b*c) (Asociatividad)
3. deeAlVacAa*e=a (Elemento neutro)

4. VaeAdlateAla*a'=¢e (Elemento inverso)



Cumplidas estas propiedades ya hablamos de un grupo.
Si se cumple, ademas, la siguiente propiedad:

5. Va,be Aja*b=b*a (Conmutatividad)

Entonces hablamos de un grupo conmutativo o abeliano.

Multiplicacion de un vector por un numero real
Si partimos por ejemplo de

2a=a+a;3a=a+a+a (—25) =—(25) (Fig.11)
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Fig. 11

Obtenemos la siguiente definicion: Sea @ un vector y x un namero real, entonces,
xa es el vector con |x| veces la longitud de a , con su misma u opuesta direccion, ya
sea que a sea positivo o negativo.

Casos especiales son:

0a=0 (5)
la=a (6)
x0=0 )

(-xa) =—(xa) = x(-a) (8)

La multiplicacion es por tanto un estiramiento del vector a desde su punto de inicio,
en un factor x. Como también debe considerarse el factor, x =0, debemos agregar a
los estiramientos la transformacion nula, esto significa agregar una transformacion
(aunque ya no, uno a uno o inyectiva) que asocia a cada punto del espacio un

punto fijo (el punto de inicio del vector).

Un nuimero real se puede comprender como la descripcion de un estiramiento, incluida
la transformacion nula. Si x > 0, entonces el vector estirado tiene la misma direccion
que el vector original. Si x < 0, entonces, tiene direccion contraria; x =0, por su parte,



conduce al vector nulo. Un estiramiento en el factor x =1 significa la transformacion
idéntica.

Si x es un namero natural, entonces el vector estirado se consigue poniendo el original
uno después de otro.

Si x es un namero racional, se necesita, ademas de multiplicarlo por m, también
dividirlo por n.

Si x es un namero irracional (representado por una fraccion decimal), significa un
estiramiento en el factor x, en un proceso infinito de multiplicaciones y particiones, a
través del cual, se aproxima el vector todo lo que se quiera.

Por ejemplo: x= \/5 =2,2360..., entonces:

a0 ar—0 a4
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Xxa=2a+—a+
10

Leyes

1) (x+ y)éz Xa -+ yé

2) (xy)a=x(ya)

3) x(§+5)= xa -+ Xb

Observaciones

La primera ley define la suma de dos nimeros reales a través de la suma de vectores
escalados. En un lado tenemos una suma de nimeros reales, escalares, y en el otro, una
suma de vectores. En rigor no es la misma operacion, estan en distintos universos
numéricos. Es asunto para otro nivel de estudio vectorial.

La segunda ley define el producto de dos reales, x e y, a través del ensamble de dos
estiramientos, primero en el factor y, luego en el factor x.

La tercera ley nos dice que hay un estiramiento de O hacia el paralelogramo OACB y
de nuevo hacia el paralelogramo OA'C'B’ (Fig.12)




En efecto, se tiene que OC' = xOC = x(a+b)

OC'=0A'+0B'=xa+xb, por tanto, la ley 3)

Estas leyes tienen como consecuencia que se pueda trabajar con los vectores del mismo
modo que se hace con los nimeros.

Por ejemplo:

5d+2C —2(2a~b+C) =58+ 2C +{-2(2a-b +C)} Definicion de la sustraccion
= b5a+2C+(-2)[2a+ (—1)6 +C] De las propiedades (8) y (6)
= 53+2C+(-2)2d+(-2)(-Db +(-2)¢  Delaley (3)
= 53+ 2C +(-4)a+2b + (-2)¢ De la ley (2)
= [5a+ (-4)a]+[2C + (—2)C]+ 2b De las propiedades (1) y (2)
=13+0c+2b De las propiedades (5) y (6)

=a+2b De la propiedad (3)

Vectores Colineales y Coplanarios

Definicidn: (Fig.13) Dos vectores se dicen colineales, si son paralelos a una Unica recta.

En especial, al vector nulo se lo considera paralelo a cualquier recta. Ademas, si los
vectores tienen el mismo punto de inicio, entonces estan en una recta Unica.

Fig. 13

Cada uno de los multiplos xa de un vector &, incluido el vector nulo,0a =0es un
vector colineal con a. Al revés, cada vector colineal con aes un multiplo de a.

Teorema 1: Los vectores &,b no son colineales si y s6lo si, la ecuacion, xa+yb =0 se
satisface solo cuando x=y=0


https://adultos.thinkacademy.cl/course/view.php?id=625#section-6

(en este caso diremos que a, b son linealmente independientes...)

Demostracion:

i) Sean a, b vectores no colineales, con xa -+ y5 =0. Sea, por ejemplo, y #0, entonces
podriamos escribir, %é +b=0 y por tanto, b= —%é , de donde &,b serfan vectores
colineales (=<«=).

i) Sean &, b vectores colineales, entonces podriamos escribir, por ejemplo, b=xa,de
donde, xa+ (—1)5 =0 y, por tanto, la ecuacion se satisface para un y#0

Definicion: (Fig.14) Tres vectores se dicen coplanarios, si son paralelos a un plano
anico, en tanto el vector nulo se considera paralelo a cada plano.

Si los vectores tienen el mismo punto de origen, entonces estan en un mismo plano.

Toda combinacién lineal xa+ y5 de d,b es coplanariacon a y b.

e

Fig. 14

Teorema 2: (Particion de un vector en dos vectores no colineales): Sean d y b dos
vectores no colineales, entonces cada vector €, coplanariocon d y b se puede
escribir como suma (combinacion lineal) de dos vectores colineales con & o con b,

c=xd+yb (9)

Los vectores xa e yb se llaman componentes vectoriales y los nimeros X e y son los
componentes escalares de ¢segun d y b .



Demostracion:

(i) Construyamos la particion, haciendo, a = OA, b=0B, ¢=0C, con un mismo
punto de origen (Fig.15).

Fig. 15

Estos vectores son coplanarios. Las rectas paralelas a través de C hacia OA 'y OB,
cortan las rectas OA y OB en los puntos A’ y B’. Por tanto, OA'=xa, OB'=yb, con

¢=0C=0A"+0B'=xa+yb

ii) Esta particion es univoca, pues si no, se cumpliria que,

c=xa+yb=x'a+y'b,con x=x', y=y', de donde
c—C=(x—x)a+(y—y)b=0,con x—x'=0, y—y'=0, con lo cual los vectores &,b
serian colineales (a partir del Teorema 1).

Y si estos vectores son colineales, entonces colapsa la construccion de la Fig.15.

Teorema 3: Los vectores &,b,C no son coplanarios si y sélo si, la

ecuacion xa+ yb +zC =0 s6lo se cumple cuando x =y =z =0 (Se trata entonces de
vectores linealmente independientes en el espacio)

—

Demostracion: (i) Sean a, b,& vectores no coplanarios, sea ademas xa+yb+zC =0,
. i ) L X - =
entonces si fuera, por ejemplo, z =0, podriamos escribir, —a+lb +C =0, de donde,
z z
~ X - . o ~ .
C=—-—a—=b, locual haria a ¢ combinacion lineal de los vectores &,b , con &,b
z z
coplanarios (=<).

(ii) Sean &,b, C coplanarios. Entonces, a,b son colineales o no lo son.

10



Siloson, b =xa, de donde, xa+(-1)b +0¢ =0
Si no lo son, a partir del Teorema 2, C =xa+ y6 , 0 bien, xa+ y6+(—1)6 =0

En cada caso se cumple una ecuacion de la forma, xa+ yb +zC =0, en la que no todos
los niUmeros X, Y,z son iguales a 0.

Teorema 4: (Particion de un vector en tres vectores no coplanarios) Sean a, b,C tres

vectores no coplanarios, entonces cualquier vector d se puede particionar
univocamente en tres sumandos, que son colineales con los vectores dados, es decir, se

puede expresar como combinacion lineal de &,b,C.

d=xda+yb+z¢ (10)
Al igual que antes xa, yB, zC son los componentes vectoriales de J, y X, ¥,2,
sus componentes escalares, segun &, 6, C.

Demostracion:

(i) La particién se puede construir como en la (Fig.16)

Fig. 16

Dibujamos, pues, los vectores con punto de origen comun, O. A través del punto final
D del vector d ponemos los tres planos paralelos a a, b,c, respectivamente. Se genera
un paralelepipedo. La esquina E se encuentra trazando una paralela a través de D
hacia Cy cortandola con el plano generado por a y b . En este plano, OE se puede
particionar en términos de a y b , es decir, OE = xa + y5. Ademas, ED es colineal

con C, es decir, ﬁ:zé,yportanto, 5:ﬁ+§5:x§+y5+26

De manera analoga a la particion en el plano, la construccion de la Fig.16, colapsa
si d,b,C son vectores coplanarios.
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(i) La particion es univoca, pues si no, tendriamos: d=xd+ y5+26 =x'a+ y'5+z'6,
con X=X', y=Yy',z#z", de donde, J—J:(x—x')§+(y—y')5+(z—z')6:6, con
X—Xx'#0, y—y'#0,o0bien z—2'#0, con a,b,c, coplanarios (segun sabemos por

el Teorema 3).

Nota: Decimos que los vectores son linealmente independientes(L1), cuando ninguno
de ellos se puede escribir como una combinacion lineal de los otros (es decir, como una
suma de multiplos de los otros). De otro modo, hablamos de vectores linealmente
dependientes (LD). Tres vectores en un plano y cuatro vectores en el espacio son
siempre linealmente dependientes.

Ejemplo:
En el triangulo ABC de la Fig.17, se dan los puntos D y E sobre los lados BC y AC,
respectivamente. de tal manera que BD = %% y AE = %E . Ademas, se traza las

transversales AD y BE, que se cortan en F. Se pide calcular los segmentos xe Yy, que
forman los trazos EF y ﬁ, de BE y E, respectivamente.

A
E
P>
5 =
l b
.
///r
B (8] C
Fig. 17
Solucién:
Hagamos DF = xDA, EF = yEB, 4=AB, b=AC
Se tiene, ademés, BC =b—4, BD = ~BC =~b—~4, AE ==
2 2 2 3

Para calcular DF y FB usaremos los vectores,

DA-DB+BA-—(ib-ta)-a--1a-1p
2 2 2 2

@:§A+E:—%6+é,ademés
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BD=--d+=b

N |-
N |-

DF = xDA=—2xd—Sxb
2 2

FB—EB_EF—EB_yEB-( y)@=(1—y)5—%(1—Y)5

Como BD, DF, FB forman un tridngulo vectorial cerrado, su suma es el vector nulo,

- — 1. 1~ 1 1 - 1 .
BD+DF+FB=—Zd+-b-=-xd—=-xb+(1-y)a—=(1—y)b =0,
591505 5 1-vy) 3( y)

ordenando se obtiene,
11 11 1 -~ =
——=X-Yy)a+(=—=x+=Yy)b =0
(2 > y) (6 > 3”
Ahora bien, como &,b no son colineales, por el Teorema 1, se sigue que:

11
1)=—=x-y=0
)22)/

11 1
2)——=X+=-y=0
)6 2 3y

. . - 1 1
Este sistema de ecuaciones entrega los siguientes valores parax e y: X = o> y= e
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EJERCICIOS Y SOLUCIONES

1. Dibuja tres vectores, &, b,c, enel plano y construye:

i) El vector 625—25+%6

Solucién: Ver Fig. 18

-3 - 4 "'23
a % / E%
1>

fig18 d

ii) El vector €, tal que da-2b+e=¢

Solucién: Ver Fig. 19.

av

Fig1?

2. Calcula & desde la ecuacion: %(2&—6 +C)=2b +%(a+26 —3¢)

Solucién: & =20b —11¢

3. Expresa en un paralelogramo ABCD los vectores AC, CB, BD,atravésde a y b
con AB=dy AD=b

Solucion: AC=4d+b; CB=-b; BD=b-4

4. Prueba que si U,V,W son los vectores de los vértices de un triangulo hacia el centro

de gravedad, entonces, U+V+W=0

14
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Solucién: Ver Fig. 21.

Dibujamos D de tal manera que ASBD sea un paralelégramo. Ademas, G = AS ;
V=BS; W=CS=S5D.
Por tanto, G+V+W=DS+SD=0 (QED)

5. Prueba que las medianas de un cuadrilatero espacial estan en un plano y forman un
paralelogramo.

Solucién: Ver Fig. 22.

Fig. 22

Seada=AB; b=BC; c=CD; d=DA.Y sea E punto medio de AB; F punto medio
de BC; G punto mediode CD y H punto medio de AD.

Por tanto: EF = EB+BF =
GH =GD+DH =

EF +GH = % (@+b+C¢+d)=0 (cuadrilatero cerrado)

EF -HG

De ello se sigue que EFGH es un paralelogramo y rectangulo plano.
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6. En un tridngulo ABC, Destéen AC y E en AB , de tal manera que E:%ﬁ,

CD :EA_C; BD y CE se cortan en F .. Qué partes representan los segmentos BF y

CF de BD y CE, respectivamente?
Solucion: Analoga a la del ejemplo para la Fig. 17.

5 1

6 y 2
7. Enun tridngulo ABC, D estéden AC y E en BC, de tal manera que E:%E

y CE :%% : BD y AE se cortan en F .;Qué partes representan los segmentos BF y

EF de BD y AE | respectivamente?
Solucién: Anéloga a la del ejercicio anterior.

(8., 2
9’ 3

8. En un cuadrado ABCD, E estaen BC y Fen CD, tal que ﬁ:ZBC y

CF = %C_D; AF y DE se cortan en G . ;Qué partes representan los segmentos AG

y DG de AF y DE, respectivamente?
Solucién: Anéloga a la del ejercicio anterior.
2y
3 9
9. Prueba que en un paralelégramo las diagonales se dimidian.

Solucion: Ver Fig. 23.

ol
m

Hacemos d=AB, b = AD, AE =XxAC, EB=yDB.
Se tiene, por tanto, E:X(EHB); EB= y(a’—B)

Y como AE+EB=3
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da=x(a+b)+y(@-b), de donde,
(x+y-1a+(x—y)b=0

Como & y b no son colineales, se tiene que:
X+y-1=0
X—y=0
. 1
Este sistema entrega los valores x=y = > (QED)
10. Demostrar que en un triangulo las transversales de gravedad se cortan en la razon
2:3.
Solucion: Fig. 24.

B D C
Sea 4=AB, b=BC, AS=xAD, BS = yBE
Se tiene, entonces, AS = x(a +%B)

BS = y(-a+ AE) = y[—a+%(a+6)]
Y como AS = AB +BS , se sigue que

1- 1 1-
x(@+=b)=a+y(-=a+=Db) , de donde,
( 5 ) y( 5915 )

(x+%y—1)a+(%x—%y)5 =0,y como &, b no son colineales,

1
X+=y-1=0

2y
1.1
—x-=y=0
2 2y

Este sistema entrega los valores x =y :g (QED)
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11. Probar que si en un paralelogramo ABCD se une el vértice A con el punto

medio de BC y CD, entonces la diagonal BD queda dividida en tres partes
iguales.

Solucion: Ver Fig. 25.

Hacemos AB=4a, AD=b
mzxﬁ:x(k_ﬁ%é)
@:yﬁ:y(é—ﬁ)
Por tanto, x(6+%é)+ y(@—b)=4=AH + HB, de donde,

(%x+ y—1a+(x—y)b=0,ycomo a, b no son colineales,

1
—X+y-1=0
5 y
X—y=0
2 — 2—= == 2—=
Por tanto, x:yzg,con HB=§DB y DG=§DB (QED)

12. En el cubo ABCDEFGH (Fig.26), J esta en la cara representada por el plano
BCGF , tal que BJ = %ﬁ +§ﬁ . Se pide descomponer AJ, en términos de AB,

AD y AF .
’l'l G
E s
J
D C
A i
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Solucién: AJ =L AB+2AD+° AF
4 3 4

13. Enel cubo ABCDEFGH (Fig.27), J estaen la diagonal BH , tal que
HJ =%ﬁ. Larecta GJ corta la superficie ADHE en K . Se pide descomponer el

vector AK en términos de AD y AE.

H G
S
E J e
K
8} C
A B Fig2r

Solucién: W=§ﬁ+gﬁ

14. En el cubo ABCDEFGH (Fig.28), J es el punto medio de HE . Se une J con el

punto K de la diagonal AG, en tanto, Rz%ﬁ. La recta JK corta la superficie

ABCD en L. Se pide descomponer el vector AL, en términos de AB y AD.

H G
o
E
i C
L
A B Fig2s

Solucioén: H = E ﬁ + iﬁ
5 10
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